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PARTIE 1 : algébre-analyse

Cette partie est constituée de deux exercices indépendants.

Exercice 1

La 2°™ partie de ce probléme (questions 6.b et au-dela) s’appuie sur des résultats de la 1°* partie. La
3¢me partie peut étre traitée indépendamment des deux autres mais implique une mise en relation
avec les résultats de la 2°™ .

Dans tout le probléme, on considére un espace euclidien E de dimension n > 2.

1% partie

Soient quatre vecteurs de E: a,, a,, b,, b,, tels que chacune des familles {a,, a,} et {b,, b,}
est libre. On considére 'endomorphisme f : x € E = f(x) = <x, a,> b, + <x, a,> b,.

1. Cet endomorphisme est-il injectif ?
2. On s'intéresse aux valeurs propres non nulles (réelles) de f .

a) Montrer que le sous-espace propre associé a une valeur propre non nulle est inclus dans
Imf.

b) Déterminer une équation du second degré que doivent vérifier les valeurs propres non nulles de
f.
On pourra raisonner en introduisant la matrice de la restriction de f a Imf.
c) Discuter du nombre de valeurs propres non nulles (réelles) et les déterminer.
d) Déterminer, pour chacune des valeurs propres obtenues, le sous-espace propre correspondant.

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante de diagonalisation de f .

On dressera un tableau récapitulatif des différents cas de figure possibles portant sur les parameétres
a, bi et n, en indiquant, pour chacun d’entre eux, si f est diagonalisable ou non.

4. Appliquer aux cas particuliers suivants :

ay a,=>b,b,=aq
by a,=b,b,=—a,.

2°™ partie
On rappelle qu’'un endomorphisme Uu de E est dit :

« symétrique (ou auto-adjoint) siet seulementsi: Vx, y€ E : <u(x), y>=<x, u(y)>
« antisymétrique si et seulementsi: Vx, y€E : <u(x), y>=—<X, u(y)>.



a) Déterminer le seul endomorphisme de E a la fois symétrique et antisymétrique.
b) Montrer que u est antisymétrique si et seulement si :

Vx€E:<u(x),x>=0.

6. Soient a et b deux vecteurs de E formant une famille libre. On pose :
YV x€E:q(x)=<x,a><x, b>.
a) Montrer que, s’il existe un endomorphisme symeétrique u de E tel que :
V x€E: q(x) = <X, u(x)>, alors u estunique.

b) Déterminer explicitement cet endomorphisme symétrique en fonction de a et b (on
montrera qu’il est de la forme des endomorphismes étudiés dans la 1°° partie).

c) En utilisant les résultats de la 1°° partie (ou en refaisant une étude directe), déterminer les
valeurs propres et les vecteurs propres de Uu.

d) Cet endomorphisme est-il diagonalisable ?

3me partie
Dans cette partie, a et b sont deux vecteurs quelconques de E, seulement supposés non nuls.

On s'’intéresse a la fonction définie par: ¥V x € E — {0}: r(x) ==X a||> Hzx’ b
X

a) Montrerque: ¥ x € E — {0} :|r(x)| <|all ||b||.

b) Sous quelle condition sur a et b peut-il y avoir égalité dans I'inégalité précédente ?

Dans la suite, on suppose que la condition du 7.b n’est pas satisfaite et on s’intéresse aux extrema
de la fonction r.

8. On suppose tout d’abord que a et b sont orthogonaux. Onpose: P = Vect{a,b}.

a) Déterminer les extremade r surP.

On pourra montrer que cette étude se ramene a celle des extrema d’une fonction d’une seule
variable réelle.

b) En déduire les extremade r sur E — { 0}. Montrer que ces résultats sont cohérents avec
ceux de la 2™ partie et qu'ils auraient pu étre obtenus a partir de ces derniers.

9. Refaire la méme étude qu’a la question 8 dans le cas général.



Exercice 2

Pour toute fonction f et tout entier naturel n, f™ désigne la fonction qui a « associe (f(x))"™.
On note Ey I'’ensemble des applications continues de [0, 1 dans R.
On définit I'’ensemble :

1
Ly = {f € Ep; / |f(xz)|dx existe }
0

1
Si une fonction f est dans L4, son intégrale / f(t)dt sera notée I(f).
0

1.(a)

1
Montrer que, pour tout entier n et tout éléement f de L4, l'intégrale a,,(f) = / ™ f (x)dx est convergente.
0

1
(b) En déduire que, pour tout polynéme P, I'intégrale / P(z)f(x)dx est convergente.
0
2. Soit f € L4.
1
(a) Soit € > 0. Montrer que : 3n €]0,1[, Vn € N, / " f(x)dz| < e.
n

(b)
(c)
3.(a)

(b)
4.(a)

(b)

Ce réel n étant ainsi choisi, montrer que : Ing € N, Vn € N, n > ng — <e.

/077 " f(x)dx

En déduire lim a,(f) = 0.
n—-+oo

On considére a et 3 deux réels vérifiant 0 < o < 8 < 1.
Trouver un polynéme du second degré, P, satisfaisant aux conditions suivantes :

i. Ve €]la, B[, P(x) > 1
ii. Ve € [0,a]U[B,1], 0 < P(x) < 1.

) 1
Un tel polynéme P étant choisi, que dire de lim / P"(x)dx et de lir_l{l / P"(x)dx?
n——+o0 0

n——+oo /.,
Soit f un élément de £,. On suppose qu’il existe trois réels £,a, 3, avec ¢ > 0 et 0 < a < 3 < 1, tels que

Ve € [, 8], f(x) > e.
On considére un polynéme P vérifiant les conditions de la question précédente.
Que dire de lim I(fP™)?

n—-+4oo

Soit f € L4, tel que Vn € N, a,(f) = 0. Montrer que f = 0.

5. On considére dans cette question la fonction f définie sur R par :

Ve >0, f(z)= e~ sin(x1/4).

Si h est une fonction de R dans C, on rappelle les deux résultats suivants :

b

— On définit, pour tout couple réel (a, b), I'intégrale / h(t)dt par :

a

b

/ab h(t)dt = /ab Re(h(t))dt + z/ Im (h(t))dt.

a

—+oc0

+oo
— Si / |h(t)|dt converge, alors / h(t)dt existe.
0 0

) +oo
On pose w = e'i et, pour tout entier naturel n, I,, = / the~wtdt.
0

(a) Montrer que l'intégrale définissant I,, est convergente.

(b) Etablir, pour tout entier naturel n, la relation suivante : I,, =

n!
wn+1’

(c) Justifier que Im(I4y,4+3) = O.

—+ oo

(d) En déduire, a I'aide d’un changement de variable que, pour tout entier naturel n, / t" f(t)dt = 0.

0

(e) Conclusion?



Partie 2 : probabilités-statistiques

Cette partie est constituée de deux exercices indépendants

Exercice 1

Dans tout I'exercice, (€2, .4, P) désigne un espace probabilisé et (X,,)nen~ une suite de variables aléatoires définies sur

cet espace.
On rappelle que A désigne I'ensemble des événements aléatoires, que A est stable par union dénombrable ainsi que

par passage au complémentaire ; de plus, pour toute variable aléatoire X et tout intervalle I de R, X —'(I) appartient
a A.
On note C I'ensemble des éléments w de €2 pour lesquels liI_iI_I X, (w) =0.

n—+oo

On pose, pour tout réel € > 0 :
+oo +oo

B(e) = U ﬂ [|Xn| < €]

k=1n=k

1. Montrer que B(e) est un élément de A.
2. Justifier que C = ﬂ B(e).
eERi

3. (@) Soit € et &’ deux réels strictement positifs tels que ¢ < ¢&’.

Etablir I'inclusion suivante :
B(e) C B(g').

(b) Montrer que
Fa(:
c=NE&(.).
p=1 p

(c) En déduire que C est un élément de A.
On dit que la suite (X,,),cn+ converge presque siirement vers 0 si P(C) =1 .

4. On se propose dans cette question de montrer que, si la suite (X,,),cn+ converge presque siirement vers 0, alors
elle converge en probabilité vers 0.

On suppose donc que P(C) = 1.
—+o0

On pose, pour tout entier naturel k non nul et tout € > 0, E(c) = U (1 X0 > €].

n==k
(a) Montrer que :
400 4o
#(( U 1xr>4) o
k=1 n=k

(b) Justifier que :

~+ oo
lim P(Eg(e)) =P <ﬂ Ek(s)> .

k—+oo

(c) En déduire le résultat suivant :

lim P (Uo (1 Xn| > s]> =0.

k—+o0 ek
(d) Conclure.
5. Dans cette question, on considére un réel a > 0 et on suppose que les variables (X,,),cn+ sont indépendantes

et que, pour tout entier naturel n non nul, X,, suit la loi de Bernoulli B a>.
n

(a) Justifier que la suite (X,,)nen+ converge en probabilité vers 0.


UMS4OF
Zone de texte


(b) Soient p > 1 et k > 2 deux entiers naturels.
Pour tout entier naturel N supérieur a k, on pose :

N 1
PN=P<m |:|Xn< })
n==k p
Etudier, en distinguant les cas suivants, la convergence de la suite (pn)nen-
i.a=1.
i. a < 1.
iii. a > 1.

(c) Pour quelles valeurs de « la suite (X, )ncn+ converge-t-elle presque siirement vers 07


UMS4OF
Zone de texte


Exercice 2
Chaque partie de ce probléme dépend des précédentes.

Soit N un entier naturelnonnul.Onnote: E,= {1, .., N}.

1% partie

On réalise une succession de tirages indépendants d’un entier naturel dans E . La probabilité de tirer
l'entier j € E, a chaque tirage est notée p(j), appartenant a ]O, 1[ et ne dépendant pas du
tirage considéré. Onnote T(i) Iélémentde E, obtenu au i-iéme tirage.

Ainsi: YV jeEy:P{T(i)=j}=p(j).

Le tirage sera dit uniforme dans le cas particulier ou les p(J) sont identiques pour tout j € E .
On prendra garde a la désignation des entiers naturels considérés et aux conventions prises pour les

indices : l'indice I sera relatif au rang du tirage ; les autres lettres j, k, ... seront relatives aux
éléments de E .

On suppose qu’on réalise | n (n > 1) tirages successifs du type ci-dessus. On notera :

S, l'ensemble des entiers de E, tirés au cours de ces n tirages (attention : il s’agit d'un

n

ensemble, les éléments qu’il contient ne sont comptés qu’une seule fois méme si un méme élément
de E, a été tiré plusieurs fois)

. 7 ,=P{j€S,} pour jEE,.
. a,,=P{jES,etkeS,} pour jEE,, kEE,, j#k.

1. Pour j€E,, onnote: D,k Ilavariable aléatoire représentant le nombre de fois ou j a été

tiré au cours des n tirages.

j.n

a) Déterminerlaloide D, .
b) Exprimer 7; , en fonction de p(j) etde n.
c) Silon fixe les 7;, a des valeurs données ex-ante, quelles valeurs doivent prendre les

p(]) ? Compte tenu des contraintes portant sur les p(]) , quelles conditions doivent alors
satisfaire les 77, , ?

d) Dans cette question seulement, on se place dans le cas uniforme (défini plus haut) et ou :

N->+ooet£->a>0.
N

Déterminer lim 7; , pour tout j € E,.

n - +w
2. Exprimer E(CardS,) enfonctiondes p(k), net N.
3. Calculer m;,, (j#k).

4. Pour i eti,€{1l,..,n},i, #I,, calculerla probabilit¢ P{ T(il) # T(iz)}.



2°™ partie

N N
_ 1 1 _
Onconsidére N réels X, ..., Xy. Onnote: X = N Z X, et s’ = N Z (xk - x)z.

. 1 X
On considére les éléments X, pour i=1,..,n. Onpose: Y,=— 1)

N p[T(i)]
les Xxr; etles Y, sontdes variables aléatoires, d'espérance E Y, etdevariance V Y.

On admettra que

5.
a) Expliquer pourquoi les variables Y, sont mutuellement indépendantes.

b) Calculer EY, et V Y,, quelonexprimera en fonction des Xx,.

L ape . 2
On vérifiera que, dans le cas uniforme : 'V Y, = 5.

c) Endéduire un estimateur sans biais de X utilisantles n variables Y, .., Y

.
d) Calculer la variance de cet estimateur.

e) Etudier son comportement asymptotique (convergence en probabilité et normalité asymptotique)
quand n = +oo.

a) Construire un estimateur sans biais de s” utilisantles n variables Y,, .., Y, .

On I'exprimera sous forme sommatoire en fonction des Y.

b) Donner une expression simple de cet estimateur dans le cas uniforme, en fonction de la
variance empirique des Y.

3™ partie

On suppose dans cette partie que les X, sont les réalisations de variables aléatoires réelles
X,, ..., Xy indépendantes et de méme loi L, d’espérance m et de variance o’>0.

On suppose que les familles de variables aléatoires {T(i)} et {X,} sont mutuellement

indépendantes. On admet enfin que les entités XT(.) sont des variables aléatoires.

1

7.
a) Montrer que les variables aléatoires X ;) sont de méme loi mais non indépendantes.
On pourra utiliser les fonctions de répartition.
b) En déduire un estimateur sans biais de m, noté¢ m,, utilisantles n variables Xr)-
8.

a) Pour i,#i,€{1,..,n}etk etk,€E, calculer
E [Xpi) Xy ! T(iy) = Ky, T(iy) = ko).

b) En déduire la valeurde Cov [ Xy, Xp()].
c) Endéduire V m,. Que devient cette variance dans le cas uniforme ?



9.

10.

1 Xgi _ $
—*T(? et: anlzzi.
3 N p [T(l)] n =

a) Montrerque Z, estaussiun estimateur sans biais de m.

b) Dans quel cas s’identifie-t-il a I'estimateur obtenuen 7.b ?

Pour i=1,..,n, onpose: Z,=

On considére enfin une succession de B tirages de n éléments de E, selon le processus
uniforme défini ci-dessus, ces tirages étant indépendants. Pour chacun de ces tirages, on construit
lestimateur ™, de m défini en 7.b. Cet estimateur sera renoté 1, , ou be {1, .., B}

désigne le b—ieme «lot » de tirages indépendants de n éléments de E .

A

B
_ 2 1
Onnote enfin: my = B Z m,.
b=1

a) Calculer Cov (m,, m,,).
b) Comparer I'estimateur ﬁ‘lB a l'estimateur naturel de m n’utilisant que les observations des
variables X, ..., X.
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