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Partie 1 : Algèbre-Analyse

Cette partie est constituée de deux exercices indépendants

Exercice 1

On considère Rn
muni de son produit scalaire canonique, noté h i et de sa base canonique,

B = (e1, . . . , en).
On note k k la norme associée au produit scalaire h , i .

Si x est un vecteur de Rn
, on note X la matrice colonne de ses coordonnées dans B.

On note Sp(A) l’ensemble des valeurs propres d’une matrice A de Mn(R) et
tA sa transposée.

On dit qu’une matrice symétrique A est définie positive si, pour tout vecteur X non nul de Rn
,

tXAX > 0. Dans tout le problème A désigne une matrice de Mn(R) symétrique définie positive.

1. (a) Justifier qu’il existe une base orthonormale de Rn
, notée B0 = ("1, . . . , "n), constituée de

vecteurs propres de A associés à des valeurs propres réelles �1, . . . ,�n.

(b) Montrer l’équivalence suivante : A est définie positive () Sp(A) ⇢ R⇤
+

2. On note 0 < �1 6 �2 6 . . . 6 �n les valeurs propres de A ; pour tout x non nul de Rn
, on définit

la fonction rA, appelée quotient de Rayleigh, par :

8x 2 Rn \ {0Rn}, rA(x) =
hAx, xi
kxk2

Établir, pour tout vecteur x non nul, l’encadrement suivant :

�1 6 rA(x) 6 �n

3. On conserve les notations des questions précédentes et on appelle conditionnement de A le réel

noté CA défini par : CA =
�n

�1
.

On se propose dans cette question de démontrer la formule suivante, appelée inégalité de

Kantorovitch :

8x 2 Rn, kxk4 6 hAx, xihA�1x, xi 6 1

4

✓
1

p
CA

+
p
CA

◆2

kxk4 (1)

(a) i. Montrer que l’application suivante définit un produit scalaire sur Rn
:

8(x, y) 2 (Rn)2, (x|y) = hAx, yi
On note k kA la norme associée.

ii. Exprimer hA�1x, xi et hAx, xi à l’aide de k kA.

iii. En déduire l’inégalité suivante : kxk4 6 hAx, xihA�1x, xi
(b) Montrer que, pour établir la relation (1), il suffit de la vérifier pour un vecteur x vérifiant

kxk2 = 1.

(c) On note donc un vecteur x de Rn
de norme 1 et qui s’écrit x =

nX

k=1

xk"k.

On considère un espace probabilisé (⌦,A, P) et on définit la variable aléatoire Z par :

Z(⌦) = {�1, . . . ,�n} et, pour tout i de J1, nK, P([Z = �i]) = x2
i .

i. Justifier que la relation précédente définit bien une loi de probabilité.

ii. Calculer E(Z) et E
✓
1

Z

◆
en fonction de hAx, xi et de hA�1x, xi.

iii. Établir l’inégalité suivante :
1

Z
6 �1 + �n � Z

�1�n
.

iv. En déduire que :

E(Z)E
✓
1

Z

◆
6 �

1

�1�n

✓
E(Z) �

�1 + �n

2

◆2

+
(�1 + �n)2

4�1�n

v. Déduire de ce qui précède l’inégalité de Kantorovitch.
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Exercice 2:

Le préambule et la première partie de ce problème sont indépendantes. La deuxième partie combine des résultats des parties précédentes.
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Partie 2 : Probabilités-Statistiques

Cette partie est constituée de deux exercices indépendants

Exercice 1

Dans tout l’exercice, X est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (⌦,A, P), admettant une

densité f nulle sur ] � 1, 0[. On suppose que la restriction de f à [0,+1[ est continue et strictement

positive.

On note F la fonction de répartition de X.

On considère une suite (Xn)n>1 de variables aléatoires définies sur (⌦,A, P), indépendantes et de même loi

que X.

On pose Z1 = X1 et on note Z2 l’application définie sur ⌦ par :

8! 2 ⌦, Z2(!) =

8
><

>:

Xn(!) si n est le plus petit des entiers k tels que Xk(!) > X1(!)

X1(!) si un tel entier n’existe pas

On admet que Z2 est une variable aléatoire, définie sur (⌦,A, P).
1. (a) Établir, pour tout entier supérieur ou égal à 2 et tout réel t positif, l’égalité suivante :

P
 

n\

k=2

[Xk 6 X1]

!
6
�
F (t)

�n
+ 1 � F (t)

(b) En déduire que, presque sûrement, Z2 > Z1.

2. On considère dans cette question un couple (x, y) de réels positifs et h un réel srictement positif.

On pose :

'(x, y) = P
�
[Z1 6 x] \ [Z2 � Z1 > y]

�

(a) Justifier l’égalité suivante :

[Z1 6 x + h] = [Z1 6 x] [ [x < Z1 6 x + h]

(b) En déduire que :

'(x + h, y) � '(x, y) = P
�
[x < Z1 6 x + h] \ [Z2 � Z1 > y]

�

(c) Établir la formule suivante :

'(x + h, y) � '(x, y) =
+1X

j=2

P
 
[x 6 X1 6 x + h] \

"
j�1\

i=2

[Xi 6 X1]

#
\ [Xj > y + X1]

!

(d) En déduire l’encadrement suivant :

F (x + h) � F (x)

1 � F (x)

�
1�F (x+y+h)

�
6 '(x+h, y)�'(x, y) 6 F (x + h) � F (x)

1 � F (x + h)

�
1�F (x+y)

�

(e) Calculer lim
h!0+

'(x + h, y) � '(x, y)

h
.

(f) En admettant que le résultat précédent soit encore valable quand h tend vers 0 par valeurs

inférieures, calculer
@'

@x
(x, y) en fonction de f et de F .

3. On suppose dans cette question que X suit la loi exponentielle de paramètre �.

(a) Montrer, pour tout couple (x, y) de réels positifs, que : '(x, y) = (1 � e��x)e��y
.

(b) Déterminer la fonction de répartition de Z2 � Z1.

(c) Montrer que Z1 et Z2 � Z1 sont indépendantes.
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