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Partie 1 : ahalyse—algébre

Cette partie est constituée de deux exercices indépendants

Exercice 1

Dans tout l’exércice, n désigne un entier supérieur ou égal 4 1.
Une matrice M de M,(R) est dite & diagonale propre si les valeurs propres de M sont toutes ree]les et si ses termes

\

diagonaux sont ses valeurs propres.
On note &, 'ensemble des matrices de M,,(R) a diagonale propre, An(R) le sous-espace vectoriel de M, (R) constltue des

matrices antisymétriques (¢’ est-a-dire vérifiant fA = —4).

(a). Montrer que &, n’est pas vide. _
(b) Llensemble &, est-il un sous-espace vectoriel de M, (R) ?.

(c) Montrer que toute matrice de M, (R) est somme de deux madtrices de & (]R)

(d) Ca:ractenser les matrices de &;.
2. Soit A= (am)K1 ,j<n Une matrice symetnque de Mp(R) et Ay, ..

(a) Etablir Pégalité suivante :
non n
Z Dok =D N

i=1 j=1 i=1

., An 8es valeurs propres non nécessairement diskinctes.

(b) Déterminer Pensemble des matrices symétriques réelles & diagonale propre.
3. Soit A une matrice antisymétrique 4 diagonale propre.
"(a) Montrer que *AA est nilpotente.

(b) En déduire que 4= 0. o
(On pourra utiliser entre autres le. résultat suivant : toute matrice M de My(R) est trigonalisable dans C, c’est-

a-dire semblable a une matrice triangulaire dont les termes dzagonau:z; sont les 'ua,le'u'rs propres de M).

4 (a) Quelle est la dimension de An(R)?

(b) Soit F' un sous-espace vectoriel de M., (R) tel que F c En.
1
Montzer que dim({F) £ —?ﬂb—(—?z—_*_——z

(¢) Quelle est la dimension maxlmale d’un sous-espace vectoriel de Mn (R), inclus dans &, 7 -




Exercice 2

. n
On consideére la suite de fonctions définie par : un(x) = H (1 + ——f(—)) , ot f est une fonction
k=1 non ‘

continue de [0, 1] dans IR , non identiquement nulle, et x appartienta [—A4, A]| ,avecA>0.

On se propo.se d'étudier la limite de cette suite et d'en trouver un développement asymptotique

quand n tend vers +co,

Premiére partie

1. Montrer que, pour n assez grand, pour tout x€[—A4, A] et pour tout entier
x . ky | ’
X7k

<1.
o

kell,..,n}:

2. Montrer que,si [u|< % ,alors: 0= U;hl(l“’) = “?;.

3. En déduire qu'il existe K tel que, pour n assez grand et pour tout X € [—A, A]

0 sgff(;qk-) - Zln(1+ff- f(%)) <K

k=1 n

4. En déduire la limite ‘u(x) de la suite (u,,(x)} , quand n tend vers +c0, qu'on écrira

sous laforme u(x)= e”* , en précisant la valeur de L.

Deuxieme partie

On étudie ici la convergerice uniforme de lasuite {u,(x)} sur [—A, A]. -

5.
a) Montrer qu’il existe une constante B telle que, pour n assez grand et pour tout
xel-4, 4] }hi(un(x))lsB '
inu(x)) < B
.b) En déduire que, dans les mémes conditions : [u,(x)—u(x)| < [ln(u,(x))— L x| €”.
6.

a) Montrer qu’il existe une constante C telle que, pour n assez grand et pour tout

x€[—4, 4] ’hl(:un(x))——L xlS%+A[lif(%)~LJ 4.

n i

b) Endéduire la convergence uniforme de lasuite {u,(x)] sur [—A, Al.




Troisiéme partie

On va chercher ici un équivalent de

u,(x)—L x quand n->+co. Dans, toute la suite, on

~ considére un x fixé non nuldans [—A, A].

7.

10.

11.

Montrer que : u;,(x)—eLx ~e"* [In(u,(x))—L x] quand n= +w.
2

]11(1+u)—~u+£2— <uf’.

' 2
Montrer que, si Ju| < 3 alors :

Montrer qu’il existe une constante D telle que, pour n assez grand :

In(u (x))——LJ_c:x{%kZ::nlf(%)__ J Zf fxl

n

En decomposant le terme  — Z f — L sous forme d’une somme d’intégrales sur les
o=y ' .

. . n
intervalles [ 1,%] , donner un équivalent de lZ:f(k)—l; quand n = +co,
, ) Rpgmp .

En déduire un equlvalent de u,(x)—Lx quand n —> +00,




Partie 2 : probabilités-statistiques

Cette partie est constituée de deux exercices indépendants

Exercice 1

On considére une suite (Xy)ren- de variables aléatoires indépendantes, définies sur un méme espace probabilisé (2,A4,P),
de mnéme loi, admettant toutes un moment d’ordre 2. On suppose de plus que les variables X3, sont centrées et réduites, ,
c’est-a-dire que B(X}) = 0 et que Var(Xy) =1. ‘

On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Pour tout entier naturel » non nul et tout réel o strictement positif, on pose :

n ' 1 1 &
Snzgxk, Un(0) = —Sn, Tn(a)=n—a;5k

. 1 . . . .
1. (a) Montrer que si o > 3 alors la suite (Uy,(c))n>1 converge en probabilité vers une variable certaine que Pon
précisera.

(b) Montrer que si & > 5 alors la suite (T,())n>1 converge en probabilité vers une variable certaine que lon
précisera. -
Dans la suite de exercice, on pose, pour tout entier naturel 7 non nul :

1 Xi+Xo+ ...+ X
(Un:Un(g): 1 2\/7—1 n

Xnt1+ XKoo+ ..+ Xon
vn

Yo=(2-1)U,—V,

V., =

n

2. Soit £ un réel strictement positif.
(a) Montrer que les suites (P([U,, > ED)n ene €6 (P([Vs < —e]))n- en- admettent des limites finies quand n tend vers+oo,
limites que l’on exprimera 4 P’aide de ®.
(b) On suppose qu'’il existe un réel £ tel que gr}rl P([Y, > \/2_6]) ={.

Montrer que £ > (1 — dé(e))z, _
(¢) En déduire que Y, ne converge pas en probabilité vers 0.
3. (a) Montrer que si la suite (U,;)neN* convergeait en probabilité vers une variable aléatoire U, alors la suite U, — U,
convergerait en probabilité vers 0. '
(b) En déduire qu’il n’existe pas de variable Z telle que U,, converge en probabilité vers Z.
(¢) Quel résultat vient-on de montrer concernant le théoréme de la limite centrée ?

P .
4. Dans cette question, on suppose que o est strictement inférieur 8 = et on admet le résultat suivant :
St deus suites de variables aléatoires (Ay) et (By) sont telles que (Ar) converge en loi vers la loi d'une variable A et
(Br) converge en probabilité vers une constante ¢, alors la suite (AnBy) converge en loi vers la loi de la variable cA et
lo suite (A, + B,) converge en loi vers la loi de lo varioble A+ c.
1

(2) Justifier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Zn)n>1 définie par 7, = ——_—IU Fred
: n] 072

1
(b) En déduire que la suite (W), )51, ot W, = I—Hm, converge en probabilité vers 0.




Exercice 2

On dispose d’observations d’une variable d’intérét X, soit z;, i = 1,...,n, s'interprétant comme les réalisations de variables
aléatoires X;, indépendantes et de méme loi que celle de X.

Le statisticien envisage deux spécifications possibles de cette loi :
e soit la loi normale N(6,8), de densité fi
e soit la loi normale N (4, 0?) de densité f,.

Dans les deux cas, 8 est un parameétre strictement positif .

Préambule

“ 3 . 4 . — 2 N . N
On considére la fonction g définie par : g(z) = e 4%+ o34 g > 0. Montrer que cette fonction est, & une constante
multiplicative prés, la densité d’une loi normale dont on précisera les paramétres.

Probléme

Afin de choisir entre les deux spécifications des lois ci-dessus, le statisticien construit un modéle mixte, ot les observations
suivent la loi de densité f = A(),0)f} ;“)‘, ol X\ est un parameétre de [0,1] et fi et fy les densités respectives des lois
N(6,8) et N(0,6%).
1. (a) Montrer que la loi des observations (de densité f) est une loi normale dont on précisera les paramétres.
(b) Calculer la fonction A(),8).
2. On rappelle que la vroisemblance du modéle est la fonction (qui dépend par ailleurs de 4 et de A) :

(T1,- -5 an) > L(z1,. .., 25n) :Hf(fﬂi)

i=1

Les estimateurs du mazimum de vraisemblance de 6 et de ), notés 8, et :\n, sont les quantités (dépendants des z;)
maximisant la vraisemblance, considérée comme dépendant de 8 et de ), & =; fixés, ou, ce qui est équivalent, son
logarithme. Ils peuvent étre considérés chacun comme des réalisations d’une fonction des variables aléatoires X;. Les
équations de vraisemblance sont les conditions du premier ordre que doivent satisfaire ces estimateurs (on ne demande
pas de vérifier que ces conditions caractérisent bien un maximum).

(a) Ecrire les équations de vraisemblance permettant de déterminer les estimateurs 8, et .

n
- . . . .. - 1
(b) Calculer explicitement ces estimateurs, qu’'on exprimera en fonction des moments empiriques X, = — E X; et
n
i=1

2= 13 (X~ %)

3. Etudier la convergence en probabilité de 5\,“ quand n tend vers +oo.
4. (a) Etudier la convergence en probabilité et la normalité asymptotique de S2, quand n tend vers +oo.

[On rappelle que la normalité asymptotique consiste & étudier la convergence en loi vers une loi normale de
Vn(S2 — s%) ou s? est la limite en probabilité de S2.]
(b) En déduire la normalité asymptotique de j\n, sous I’hypothése Hy : A = 0, quand n tend vers +oo.

5. On suppose que l'on sait que # ne peut prendre ses valeurs que dans |0,g], avec 0 < ¢ < 1. Proposer un test de
I’hypothése Ho : A = 0 contre H' : A # 0 avec une région critique indépendante de 6, pour un risque de premiére espéce
valant au plus «.

[On rappelle que le risque de premiére espéce est la probabilité de refuser (& tort) Uhypothése nulle alors qu’elle est
vrage]

6. (a) Etudier la normalité asymptotique de An sous Phypothése Hy : A =1, quand n tend vers +oo.

(b) En déduire la puissance asymptotique {en utilisant les approximations normales démontrées ci-dessus, lorsque n
est assez grand) du test visé en 5, lorsque A = 1, pour un risque de premiére espéce fixé au plus o

On DUezprimera en introduisant la fonction de répartition @ de la loi normale centrée réduite.

[On rappelle que la puissance est la probabilité de refuser (& raison) Uhypothése nulle lorsqu’elle est fausse, ici
dans le cas particulier X\ = 1.]




