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Partie 1 : analyse-algébre

Cette partie est constituée de deux exercices indépendants

Exercice 1
Dans tout exercice, = désigne un réel appartenant 2 0, 1J.
1. (a) Etablir, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 1, I'égalité suivante :
n

P . A A
Z—;Ef~ln(1—a:)——/0 1—tdt

p=1

(b) En déduire la formule suivante :
+o0 P
> = =-h(1-g)
p=1 P

2. On définit la fonction f par :
‘ too .t

vz €]0,1, f(z)=—-In(l—2x) —/1 —%-dt

et pour tout entier naturel n» non nul, la fonction f, par:

i : " zP * gt
Vo €)0,1], falz)=> — -/ —dt
=1 P 1t
+oo mt
{(a) Montrer que / —i—dt converge.
1

(b) Etablir, pour tout couple d’entiers naturel (n, N), N > > 1, Pencadrement suivant :

N

0< fala) ~ (@) < &= 5

(¢) En déduire que la suite (f,)nen+ converge uniformément vers f.
3. On définit la suite (Sp)n>1 par :

Snzi%~lnn

p=1
(a) Montrer que la suite (Sp)n>1 est convergente; on note ~y sa limite.
(b) Montrer que lim fo(z) = S,.
s—17

4. En utilisant, entre autre, le résultat de la question 2(c)‘, montrer que liI:Ill flz)=1.
. 1"

5. (a) Montrer que les deux intégrales suivantes sont convergentes :

19 _—u +oo —u
I:/ Rl W J:/ ¢ _du
| 0 U 1 U

(b) Déterminer lim [In(l - z) — In(—Inz)].
T—1—

’ 1 — +00 _—u
1— u
'yz/ c du—/ £ du
0 u 1 U

(c¢) En déduire le résultat suivant :




Exercice 2

Dans tout le probléme, n est un entier naturel > 2.

Pour toute matrice-colonne X € M, ,(C), d’éléments x;, on pose: ”A ”— ]\llgzx {}x ]} et, pour

toute matrice 4 M, (C) : N(4) = Sup “A)f" i

xeo |X]

Les trois parties du probléme sont indépendantes mais utilisent des notations et des méthodes de
raisonnement communes.

ére

1" partie
n
1. M < M s
ontrer que : N(4) . 12ax {jzzl:iau }}
2.
Ax,|
a. Montrer qu'il existe X, € M _.(C) tel que : “ M e a,
q ] n,l( ) q ”XO” 15{12 """ ”} Zl iJ
b. Endéduire la valeur de N(A) exprimée en fonction des éléments de A.
c. Montrerque, si 4 et Be M, (C) : N(AB) < N(A)N(B).
3.
a. . Soit A une valeur propre de 4. Montrer que : I/ll < N(4).
b. Montrer que, si lim N(4?)=0, alors toutes les valeurs propres de 4 sont de
porto
module strictement inférieur a 1.
c. Etablir la réciproque de cette derniére propriété lorsque A est diagonalisable.
2°™ partie

Dans cette partie, on s'intéresse a des critéres d’inversibilité de la matrice A.

4. On suppose que A posséde un vecteur propre Z (assimilé a une matrice-colonne d’'éléments
z;) associé a la valeur propre 0.

a. Montrer qu'il existe i € {1,2 } tel que : la {_ la,jt| I
z,

_I-
J#

n
b. Endéduire qu'il existe i € {1, 2,...,n} tel que : ‘ai,il SZla,.,j .
j=1
J#i
c. Deéduire de ce qui précéde une condition suffisante d’inversibilité de la matrice A
s’exprimant en fonction de ses éléments. Cette condition est-elle nécessaire ?

d. En déduire également une localisation, dans le plan complexe, des points-images
ayant pour affixes les valeurs propres de A.



ie{l,2,..,n}

5. On suppose satisfaite la condition du4.c. Onnote: 6 = Min {Ia ] Z!a, ; }

Soient Ve M, (C), V #0,et ¥ = AV, d’éléments respectifs v, et ;.

a. Montrer que : Vi e 1, ]a,,“v| ZIGUHV , ly,
j:f:I
b. En déduire que: Vi e { R ly,l ’a,,HVl "V"Zla,,l

c. Montrer que: 3i, € {, 2,11} HYHZ(a,.OJO —il a, ; j“V”
=1

d. Endeéduire que: N(4™) < —(15

6. Geénéralisation de la question 4 ; on suppose que :

e lexiste ke {l,2,..,n} telque: ]ak,klzilak’j' et: a,, #0.
Jj=1

J*k

n
e VYie {1, 2,...,n}: i+k= 'a,’,.' > Z}a,)jl.
j=1
J#i
On cherche & montrer que A est inversible. Pour cela on raisonne par I'absurde, en supposant
qu'il existe Z € M, ,(C), non nul, d'éléments z,, tel que: AZ =0.
a,,;#0

a. Montrerque: Vi#k,3 j#i:q, .
{IZJMZI'

b. Montrer que : ilaml (‘zjl ~lzk]) =0
=

J=k

n
c. En utilisantle 6.a, montrer que : Ziak,fl (lzjl—|zkl) <0.
Jj=l
J#k
d. En déduire une contradiction et conclure.



Partie 2 : probabilités-statistiques

Cette partie est constituée de deux exercices indépendants

Exercice 1

Soient U et X deux variables aléatoires indépendantes, définies sur un méme espace probabilisé (£, 4, P), & valeurs positives.
On suppose que U suit la loi uniforme sur [0,1], et que X admet une densité f, continue sur R et nulle sur R_.

1. {a) Déterminer une densité de la variable A = In X en fonction de f.

(b) Déterminer une densité de B = InU.

(c) Montrer que la variable C' = In (UX) admet une densité fc, et on exprimera pour tout réel ¢, fo(t) en fonction
400
de fe®)ds.
t
2. En déduire que la variable Y = UX admet une densité h que ’on donnera, sur R?, sous forme d’intégrale.
3. On suppose dans cette question que X suit la loi uniforme sur [0, 1].

(a) Déterminer une densité de Y.
(b) Soit Xi,..., Xy, n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1].
On considére la variable Z,, définie par :

n
Zn =[] X
k=1

‘ Déterminer une densité de Z,.
4. On considére la fonction f définie par :
axe~*"1? g g =20
flz) =
f(z) = 0 sinon
(a) Déterminer la valeur du réel o pour que la fonction f soit une densité de probabilité.
On suppose dans la suite de cette guestion que la densité de X est cette fonction f.
(b) Soit .S une variable aléatoire définie sur (9, A, P), a valeurs dans {—1, 1}, telle que :
1
P(S=1)=P(s=-1) = .

On suppose en outre que les variables U, X, S sont indépendantes.
Déterminer la loi de la variable T' = SY'.
5. On considére un entier n supérieur ou égal a 1 et on considére dans cette question n+1 variables aléatoires indépendantes

To, ..., T qui suivent toutes la loi exponentielle de paramétre 1 et on définit la variable X par :
K
X ="
k=0

(a) Déterminer une densité de X.
(b) Montrer qu'une densité de Y est :

@) =q " i



Exercice 2
Une boulangére vend du pain chaque jour.

Lé quantité produite de pain un jbur donné est fixée de maniére déterministe et vaut Q (en
kilogrammes). En revanche, la demande de pain est une variable aléatoire X >0 (toujours en

kilogrammes). On suppose que X suit une loi continue, de fonction de répartition F
strictement croissante et s’annulant en 0, et'admettant une densité continue f .

Le colt unitaire de fabrication (par kilogramme) est ¢, le prix de vente unitaire est p lin'y a pas

de colt fixe de fabrication. On suppose

1% partie

Si la demande de pain X “est inférieure a l'offre (J, la boulangére ne vend que la quantité X (le pain
invendu un jour donné n'est pas remis en vente le lendemain) ; si la demande est supérieure a I'offre,
-elle ne vend que la quantité produite Q. :

Dans ces conditions, on cherche la quantité optimale (O a produire.

L’optimalité est é enfendre au sens de la maximisation de I’esperance du beneftce journaller
(prodwt total de la vente - coilt total de fabncatlon)

1. Ecrire la formule donnant le bénéfice journalier B, en fonction des parametres p et ¢, dela
quantité O et de la variable aléatoire X . On introduira en particulier la variable aléatoire

. indicatrice 1 y_,.

2. Exprimer lespérance de B, soit EB, au moyen des différents paramétres et,
éventuellement, d'intégrales faisant intervenir les fonctions f ou F'. ‘

3. Montrer que E B posséde un maximum unique atteint en une valeur Q" que I'on explicitera
~ en fonction des paramétres et de la fonction F'.

eme

2" partie
La boulangére (qui est en méme temps statisticienne) cherche a prévoir"sa demande journaliere. La .

demande- (aléatoire) X, qui va s’exprimer a une date 7 n'est pas connue & l'avance, mais la
boulangére fait I'nypothése que la demande ne varie pas beaucoup d’'un jour & l'autre, soit :

X,,=X+U

t+1 t+1 '

ol U,,, représente une perturbation (aléatoire) représentant la variation de la demande du jour #+1
par rapport a celle du jour f. :

On suppose que X, est déterministe (valeur fixée connue) et que les U, sont mutuellement

indépendants entre eux, de méme loi, d’espérance nulle et de variance o’ 0.

il



-7

A une date T >1, la boulangére ne dispose malheureusement pas des demandes journaliéres
précédentes : X, X,,..., X, information qu'elle a perdue en partie, mais ne connait explicitement

. 1 71
que la moyenne de ces demandes : X, = ?ZX i
v T . =0
4.
. . epsgx .y ‘ XT ! N
a. FEtudier la convergence en probabilité de la suite —T— quand 7" — +o
lil s’agit bien ici de X, et nonde X,].
: . . X, X;
b. Etudier la convergence en loi des suites {—=¢, —— quand 7" — +o0.
' | o Wl r |
Il sera utile d’exprimer toutes les variables aléatoires considérées en fonction des U, .
5. , :
a. Calculer EX, et V X, [il s'agit bien ici de X ].
' L T(T +1D(QT +1
On rappelle que : Zkz = ( X ) )

k=1 ‘ 6

b. Peut-l y avoir convergence dans L, de Ia.suite {)?T} vers une constante quand
T >+ ? 7

Pour simplifier la suite des’ calculs, la-boulangere suppose que les U, suivent une méme loi
normale.

6.

, ¥. : _
a. Calculer la loi de la variable aléatoire :/-%— [il s’agit bien ici de X .

' - X
b. “En déduire la convergence en loi de la suite { —} quand T —> 4.

T

7. La boulahgéfe sait que sa prevision optimale de la demande X, du jour T, connaissant

X,_, , est l'espérance conditionnelle : | X = E(X, / X,_,) (pour'TZ 2).

a. Calculer X,
Donner sa loi. : A
Calculer la variance conditionnelle V' (X, / X,_,).

> H XT LY
d. Calculer TILIEO V(——ﬁ/ XT_I)',



