L’épreuve est constituée de trois exercices indépendants

Exercice 1
On considére un réel a strictement positif et F' la fonction définie sur R% par :
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1. (a) Montrer que F est définie et de classe C! sur RY.

2. (a) Déterminer la limite de F' en 07,

)
(b) Calculer, pour tout réel z strictement positif F’'(z).
)
(b) Montrer, pour tout réel x strictement positif, 'égalité suivante :
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(c) En déduire :

1. L’existence de :

On note K(a) cette limite
ii. 'équivalent suivant :
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3. Montrer que, pour tout réel o, F(z) = o (—)

&—>+00 T
4. On définit la fonction f par : ‘
Lp@sitso
fe=1"

0sit<0
(a) Montrer que f peut-étre considérée comme une densité de probabilité d'une variable aléatoire X.
(b) Calculer E(X). '
(c) Calculer Var(X).

5. On considére une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, (Xg)ken+, suivant toutes la méme loi
que X et on pose, pour tout entier naturel n non nul :

(a) Construire, a partir de .S, un estimateur S, sans biais de a.
(b) Montrer que cet estimateur est convergent.

6. Soit Z une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre .
On définit la variable aléatoire Y par ¥ = —In Z.

(a) Déterminer la fonction de répartition de Y.
(b) Déterminer une densité de Y.
(c) Etablir que E(Y) =In X — K(1).



Exercice 2

Soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique (e1,es) de R? est :

=)

On cherche & résoudre, par deux méthodes différentes, ’équation matricielle (1) d’inconnue X, ot X est élément

de M3(R) :

X2+ X=A (1)

Partie 1

1.
2.

(@24

Justifier que la matrice' A est diagonalisable.

Déterminer les valeurs propres, A\; et Ay de A, avec \; < \o.

(M0
OnposeD-(O /\2)

. Déterminer la matrice P de Mj3(R), inversible, dont la premiére ligne est constituée de 1, telle que :

A=pDp?!

Soit X une solution de I'équation (1).
(a) En déduire que P~1X P commute avec D.
(b) Montrer que X s'écrit X = PAP~1 ot A est une matrice diagonale de My (R).

(a) Montrer que X est solution de (1) si et seulement si A est solution de :
A2+ A=D (2)

(b) Reésoudre l’équation (2).

(c) En déduire, en les laissant sous forme de produits de matrices, les quatre solutions de Péquation- (1)

‘Partie 2

. Montrer que si X est solution alors X ou X + I est non inversible.

. On suppose que X est solution et que X est non inversible. On note g 'endomorphisme de R? dont la matrice

dans la base canonique de R? est X.
(a) Déterminer une base de Kerf et une base de Imf puis donner les dimensions de Kerf et de Im f
(b) Etablir que Kerg = Kerf puis que Img = ImJ.
(a) Montrer que g(er) = g(e2) et qu’il existe un réel a tel que g(e; + eg) = afer + e2).

(b) Montrer que X est proportionnelle & A

4. Déterminer les matrices X non inversibles qui sont solutions de 1'équation (1).

. On suppose que X + I est non inversible.

Donner, par analogie et sans démonstration, ’expression de X en fonction de A et de I.
En déduire toutes les solutions de I'équation (1).




Exercice 3

Dans tout ’exercice on note, pour tout réel z, |z| la partie entiére de

Partie 1

Pour tout réel @y appartenant & ]0, 1], on définit les deux suites (un)nen €t (%n)nen par :

Tptl = UpTp — 1

1 .

Pt ol k est un entier naturel non nul, alors la suite (z,)nen est constante.

2. Montrer que les suites (u,) et (z,) sont bien définies et que, pour tout entier naturel n, T, est strictement
positif.

1. Etablir que si zg =

3. (a) Montrer que la suite (z,) est décroissante.
(b) Montrer que la suite (u,) est croissante.

4. (a) Montrer, pour tout entier naturel n, 'inégalité suivante :
Up = 2

(b) Etablir, pour tout entier naturel n, la relation suivante :

1 1 1 1
xpp=—+—+...+ -+ - Tn41
U upUy1 Uy ... Un ugul ... Up

(c) Montrer, pour tout entier naturel n, 'inégalité suivante :

1

—_— g1 € ——
UQUTL . . . Un mHLS onl

. . 1
(d) En déduire que la série de terme général —————— est convergente et que l'on a :
ugUy .. - Uk

+o0 1

&g = E ————
UpUy - . - Uk

k=0

On admet que le développement précédent, appelé développement en série de Engel, est unique, c’est-a-dire
que, pour tout réel de |0,1], il existe une unique suite (ur) tel que xo s’écrive ainsi et que cette suite (u,) est
définie par les relations précédentes

5. (a) Déterminer la suite (uy) associé au réel zo définie par :
Top—=¢€— 2

(b) Déterminer le réel 2o dont le développement en série de Engel est défini par la suite constante up, = 3.

6. Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 2.
En utilisant la question 4.(b), montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) up =k
! 1 1 1 1 1 1 1
(18) —+ +... + <®o < —+ +
Uy Ugli UQUT - -+ Un—1 UlUL...Un_1k Uy Ul UQUL .. - Up_1 UYL ... Up—1(k —1)



Partie 2

On suppose dans cette partie QuB le réel xp n’est plus un réel fixé de |0, 1] mais une variable aléatoire X, définie
sur un espace probabilisé (92, A, P), qui suit la loi uniforme sur 0, 1].
On définit alors deux suites de variables aléatoires X, et U, par les relations :

1
= |=1]+1

Xnp1=UnXp — 1

On admet que, pour tout entier naturel n, X, et U, sont bien des variables alétoires définies sur le méme espace
(Q, A, P). ;

On remarquera que tous les calculs effectués dans la partie précédente restent valables. On a donc, en particulier,
pour tout entier naturel n, U,(Q) = N\ {0,1}.

Dans la suite k désigne un entier supérieur ou égal & 2

1. (a) Déterminer la loi de Up.
(b) La variable Uy admet-elle une espérance ?

2. (a) Justifier la relation suivante :

P([U; = k]) = Z:QP([— +],ik < Xo < % + ](kl_ 500 e 1)
(b) En déduire 1’égalité suivante : .
B0 = ) = = ;%
(¢) La variable U; admet-elle une espérance ?
3. Etablir ’égalité suivante :
R = T I v

Zgi()gilgmgin—lgk

4. (a) Etablir, pour tout couple d’entiers naturels (7, k) vérifiant 2 < j < k, la relation suivante :

1 1
B = =) = S L
TR = 1) iyt St gy 101 n2

~ (b) En déduire les relations suivantes, valables pour tout entier naturel » non nul :

-1 o
s 2<j <k
Kk—1) 0 “ S

Piy,-1=5)(1Un = k1) = .
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