L’épreuve est composée de trois exercices indépendants

Exercice 1
Notations

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2 et M,,(R) désigne l'espace vectoriel

des matrices carrées d’ordre n.
X1

Z2
Tout vecteur x = (x1,x2,...,2,) de R™ est identifié & la matrice X = ) de ses coordonnées dans la base

Tn,
canonique de R".
On appelle spectre d’une matrice A, noté Sp(A) (respectivement d’un endomorphisme f noté Sp(f)), ’ensemble
des valeurs propres de cette matrice (respectivement de cet endomorphisme).
On rappelle que la base canonique de M2(R) est B = (E, Ea, E3, Ey4), avec :

10 0 1 0 0 0 0
(oo} moa) B (0) me()

Si A est une matrice fixée de M,,(R), on considére 'application ¢ 4 définie par :

- MuR) — M,(R)
AT M s AM
Partie 1 - Etude d’un premier exemple

On suppose dans cette partie que n = 2 et que A est la matrice définie par :
1 0
(o 5)
1. Calculer A2.

2. (a) Déterminer un polynoéme annulateur de ¢ 4.
(b) En déduire que I'application ¢4 est bijective et déterminer 90;11.

(c) Déterminer le spectre de ¢4 ainsi qu'une base de chacun de ses sous-espaces propres.

Partie 2 - Etude d’un deuxiéme exemple

On suppose dans cette partie que n = 2 et que A est la matrice de Mo (R) définie par :
1 3
=0 2)

Z) une matrice non nulle de Ms(R).

(a) Résoudre ’équation (M) =AM, ou A appartient a R.

1. Donner les valeurs propres de A.

2ﬁmM:c
C

(b) En déduire les valeurs propres de ¢4 ainsi qu'une base de chacun des sous-espaces propres de @ 4.

3. Montrer que ¢4 est diagonalisable.



Partie 3 - Etude d’un troisiéme exemple

On suppose dans cette partie que n = 2 et que A est la matrice de M2 (R) définie par :
31
=1 3)

(b) Donner les deux valeurs propres A1 et As de A, avec A1 < Ao.

1. (a) A est-elle diagonalisable ?

(c) Déterminer une base (V1) (respectivement V5) du sous-espace propre de A associé a la valeur propre \;
(respectivement \y).

2. (a) Donner la matrice de ¢4 dans la base B.
(b) Vérifier que les valeurs propres de A sont également valeurs propres de ¢ 4.

(¢) Veérifier que les quatre matrices formées d’une colonne nulle et d’une autre colonne qui est soit V; soit
V5 sont vecteurs propres de 4.

(d) En déduire que @4 est diagonalisable.

Partie 4 - Réduction de g4

On revient au cas général ou n est un entier naturel quelconque supérieur ou égal & 2, et A une matrice fixée de
M, (R).
1. (a) Soit A\ une valeur propre de ¢4 et M un vecteur propre associé.
Montrer, en raisonnant par ’absurde, que A — \I est non inversible.
(b) En déduire que Sp(va) C Sp(A).
2. Soit p une valeur propre de A, V un vecteur propre associé et M la matrice de M,,(R) dont une colonne est
V et dont toutes les autres colonnes sont nulles.
(a) Montrer que M est vecteur propre de 4.
(b) Montrer que Sp(pa) = Sp(A).

3. On suppose que A est diagonalisable et on note (V1, Va, ..., V,,) une base de R™ constituée de vecteurs propres
de A.
En considérant les matrices M; ; (1 <i < n, 1 <j < n), ot M;; est la matrice dont la 5o
et ol toutes les autres colonnes sont nulles, montrer que ¢ 4 est diagonalisable.

€ colonne est V;

Exercice 2

On note &€ l'ensemble des triplets («, f, F'), ou :

e (v est un réel strictement positif

e f est une fonction continue de R, dans R’

e [ est une fonction dérivable de Ry dans [0, 1], vérifiant :

Vt e RY, F'(t) = f(t) [F(t)]" (1 - F(t))
Ve eRy, Fx)=0<=2=0

1 1
1. En considérant le triplet (ayp, fo, Fo) ot ag = 5 pour tout ¢ positif, fo(t) = 1T¢ pour tout x positif,

2
Fy(z) = <:n j_ 2> , vérifier que ’ensemble £ est non vide.

Dans toute la suite, («, f, F') désigne un élément de E.



2. Montrer que la fonction F' admet en 400 une limite £ et que cette limite, que I’on ne cherchera pas a calculer,
appartient a ]0, 1].
3. On considére un réel a strictement positif et on définit sur |0, a] la fonction H par :
F(a) 1 a
vz €0, dl, H@ﬁiﬁw)wu_wﬁ—llﬂﬂﬁ
(a) Montrer que H est dérivable sur ]0, a] et calculer, pour tout = de ]0,a], H'(z).
(b) En déduire quelle est la fonction H.

F(a) 1 a
(c) Montrer que I'intégrale impropre / mdt est convergente et qu’elle est égale a / f(t)dt.
0 - 0
(d) En déduire que « est strictement inférieur a 1.

4. On considére la fonction W, définie sur R par :

et —e T

U(x) =
(a) Etablir, pour tout réel x strictement positif, I’égalité suivante :

o 1 dt = In (H VF@)

o Vit(l1—t) 1—+/F(x)

1
(b) Montrer que si o = 2> alors I et f sont liées par la relation :

vz € Ry, Fuﬁ:[w(iézﬂ®ﬁ>r

1
(c) Déterminer la fonction F' dans le cas ot o = = et ou f est définie sur Ry par : f(z) =

5. On définit sur |0, 1] la fonction G par :

r 1
G(:c):/o mdt

avec donc 0 < av < 1.
(a) Etablir, pour tout x de ]0, 1], I'égalité suivante :

a—2 o 1 a2 /I 1
S A R e A T

(b) Montrer, pour tout réel x de ]0, 1[ et pour tout entier naturel n, la relation suivante :

x"‘_2G(a:) _ ; _ i xik + :L'a_Q /x fn—a+2 0
(1—04)33_k:0k‘—04—|—2 o 1—t

(c) Déduire de ce qui précéde que :

wo [F@ 1 1
(F(@)) {A wa—w“fmm1—@]:2—a

€T
6. On suppose dans cette question que f(0) # 0 et on définit sur Ry la fonction ® par : ®(z) = / f(t)dt.
0

d
(a) Calculer lim (:p)

z—0t T

lim
z—0t

(b) Etablir enfin I'équivalent suivant :

F(z) ~[(1 — @)z f(0)] 7=



Exercice 3

Soit X une variable aléatoire a densité définie sur un espace probabilisé (2, 4, P).
On définit sur 2 I'application Y par :

Ywe D, Y(w) = /1 | X (w) — t|dt
~1

On admet que Y est une variable aléatoire définie sur (2, A4, P).
1. On suppose dans cette question que X suit la loi uniforme sur [—1, 1].
(a) Exprimer Y en fonction de X.
(b) Donner la fonction de répartition de Y.
(c¢) Veérifier que Y est une variable a densité et donner une densité de Y.
(d) Calculer I'espérance de Y.
2. On suppose dans cette question qu'une densité de X est la fonction f définie sur R par :

1
Vte R, f(t) = ie—‘t|

(On ne demande pas de vérifier que f est une densité)

(a) Donner la fonction de répartition de X.

1
(b) On définit sur R la fonction g par : g(z) = / |z — t|dt.
-1

Donner, suivant les valeurs de x, l'expression explicite de g(z) en fonction de = et vérifier que g est
continue sur R.
(c) On note Fy la fonction de répartition de Y. Calculer Fy (y) pour tout réel y.
(d) Vérifier que Y est une variable a densité et donner une densité de Y.
3. On considére dans cette question une suite (X,,),>1 de variables aléatoires, toutes définies sur (2,4, P), et

telles que, pour tout entier naturel n non nul, X, suit la loi (0, =), c’est-a-dire que X,, suit la loi normale
n

. 1
centrée de variance —.

n
On définit, pour tout entier naturel n non nul, I'application Y,, par :

1
Yw e Q, YV, (w) = / | X (w) — t|dt
~1

On admet que, pour tout entier naturel non nul, Y,, est une variable aléatoire définie sur (2, A, P).
On note Fy;, la fonction de répartition de Y;, et ® celle de la loi normale centrée réduite.
(a) Exprimer, pour tout réel y, Fy, (y) en fonction de ®(y) et de n.

(b) Montrer que la suite (Y},),>1 converge en loi vers une variable aléatoire Y dont on précisera la loi,
c’est-a-dire que, pour tout réel y, on a : liT Fy, (y) = Fy(y), ou Fy désigne la fonction de répartition
n—-+0o0

de la variable Y.



