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L’épreuve est composée de deux problémes indépendants

Probléme 1

On considére deux variables aléatoires indépendantes, X et Y, définies sur le méme espace probabilisé (2, 4, F),
suivant toutes les deux la loi de Poisson de paramétre A, oit A désigne un réel strictement positif.
On se propoese de déterminer un équivalent de la probabilité P([X = Y| lorsque A est au voisinage de +oo0.

“+eoo 2
On rappelie que : / ¢ 2 dt = 2. Dans tout le probiéme, n désigne un entier naturel et x un réel strictement
—00
positif.
Partie 1

bl
On pose, pour tout entier naturel n, u, = ] {sint)™dt.
0

1. [a) Calculer ug et uq.

(b) Etudier le sens de variation de la suite {u,)nen.

)

(c) Montrer que la suite (g }nen est & termes strictement positifs.

2. (a) Exprimer, pour tout entier naturel n, u,s en fonction de us,.
)

(b) En déduire, pour tout entier naturel n, I'égalité suivante :

~ (2n)! o 7
Y ol T 2
{¢} Calculer, pour tout entier naturel n, (n + 1)u,1%n.
(d) En déduire la valeur de ug,41.
3. Calculer lim SmiE
i— 00 Up
4. En déduire la valeur de lim 7t
n—+0< Up
5. Monirer enfin que : w, ~ I
+oo | 2n
Partie 2
. 1 1 e—t.’l!
6. Etablir, pour tout réel x, la convergence de 'intégrale I(z) = — f —dt.

7. {a) Montrer que, pour tout réel = strictement positif, on a :

[uey

1 1 e—t:l:
0 — —dt £ -
S /0 1 —12 2
{b) Etablir, pour tout réel u appartenant a [0, 5], les inégalités suivantes :

1
1—u

£l4u

8. {a) Donner les valeurs des deux intégrales suivantes :

—+oc 5 —+ o0 2
J =f e Vdtet K = f t2e tdt
0 Q



1 —tz
(b) Montrer, & 'aide d'un changement de variable, que : f C_dt ~ T
0 \/E T—400 €T
N3

1
(c} Etablir également I'inégalité suivante : / e~ T\ tdt < .
o] 227\/5

9. (a) Montrer la relation suivante :

0 e—tE &F 1 e~ U
—dt —/ ——du
/_1 V1— ¢ VvZ.Jo u(l-3%)

{b) En déduire que :

6$

koo \/Irz

I{x)

Partie 3

10. Donner, sous forme de somme d’une série, la probabilité P([X = Y]).

11. (a) Soit ¢ un réel lément de [—1,1] et = un réel strictement positif. Ecrire I'inégalité de Taylor-Lagrange a
Vordre 2n appliquée 4 la fonction u — e entre 0 et —{z.

4k

1—1¢2

1
(b) Montrer que, pour tout entier naturel k£, on a : ] dt = ug. Donner alors la valeur, selon la
0
4k
——d.
VI— 2

(c¢) En déduire, pour tout réel z strictement positif, Pinégalité suivante :

1
parité de k, de l'intégrale /
—1

L 3:2}6
1) 2 e

2n+1
T
< 2€”

e TR

(d) Etablir la relation suivante :
+f 72k
I(z) YT
292k
prd (k)22
Etablir finalement le résultat suivant

1

PIX =YD, Savmn




Probléme 2

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel et R,[X] 'espace vectoriel des polynémes réels de degré inférieur

ou égal & n.

Un polynéme de R, [X] sera indifféremment noté P ou P(X )

On rappelle que la base canonique de R,,[X] est B=(1,X,..., X").

Pour tout couple d’entiers naturels (k,n) vérifiant 0 < k < n, (:) désigne le coefficient du bindme défini par :

(5) = mem

Partie 1

1. Montrer que pour tout entier naturel & appartenant a [0, ], il existe un unique polynéme de R, [X], noté
Loy vérifiant :

B . OsijAk

Ino=TetVn> 1, Vic ol Lnst) = { 577

et que ce polyndme est donné, pour tout entier naturel n non nul, par :

Loa(X) = (—1)“’“@ [Tex o

n! palr
H A
2. {(a) Montrer que B' = (Lno,Ln1,...,Lny) est une base de R, [X].
(b) Quelles sont les coordonnées d’un polynéme P quelconque dans cette base 7
ki3
(¢) Montrer que Z Loy =1

k=0
(d) Etablir, pour tout réel x n’appartenant pas & [0,n], la formule suivante :

! 1" ()
z(z — 1)z —2)...(x —n) z:: nl(z — k)

3. On rnote A Vapplication définie sur R, [X] par :
VP e R, X], (AP))(X)=PX+1) P(X)

L'image d'un polyndme P par A sera simplement notée AP.
{a) Montrer que A est un endomorphisme.
(b) Montrer que (Lgg, L11,..., L) est une base notée B” de K, [X].
(¢) Ecrire la matrice de A dans la base B”.
{d) Donner le noyau, I'image ¢t le rang de A.

(¢) On pose AY = Id et pour tout entier naturel k¥ supérieur ou égal 4 1, A¥ = A o Ak-1
Etablir, pour tout élément de R,[X] la formule suivante :

P = (A*P)(0) Ly
k=0



Partie 2

Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans N,

4. Montrer que, pour tout réel ¢ de [0, 1], la série de terme général P{[Z = n])t" est convergente.
On note désormais Gz la fonction définie sur [0, 1] par :

VEe[0,1], Gz(t) = ZIP’ [Z = n])t" = E(t%)
La fonction Gz s’appelle la fonction génératrice de 7.

Soit m un entier supérieur ou égal & 2.
On considére m variables aléatoires aléatoires indépendantes, 71, Zs, ..., Z,,, 4 valeurs dans N.
m

o

Déterminer la fonction génératrice de la variable S, définie par S, = Z Z.
k=1

6. (a) Montrer que la fonction Gz admet au voisinage de 0, a droite de 0, des développements limités de tout
ordre.
(b) Montrer que si deux variables aléatoires U et V, a valeurs dans N, sont telles que Gy = Gy, alors U et
V suivent la méme loi.

Partie 3

Dans cette partie, on considére une urne contenant N boules numérotées de 1 & N, oit NV est un entier
supérieur ou égal & 2. On effectue dans cette urne des tirages successifs d'une boule avec remise.
Pour tout entier n vérifiant 0 < n < N — 1, X, désigne la variable aléatoire égal au rang du tirage ol I'on
obtient pour la premiére fois n + 1 numéros distincts.
On pose Xg = 1 et on définit les variables Yy, ¥1,Ys, ..., Y, par:
YE):L H:XI*Xﬂa E:X2_X1:---,Yn:Xn_anl-
On admet que les variables Yp,Y1,Y5,...,Y,, sont indépendantes.
7. (a) Vérifier, pour tout entier naturel n, que Y,, suit une loi géométrique dont on donnera le paramétre et
en déduire la valeur de E(13,).

(b} Donner la fonction génératrice g, de Y.
8. (a) Ecrire X,, en fonction de certaines des variables Y}, et en déduire I'espérance de X,,.
(b) En déduire également, pour tout réel ¢ de [0,1], I'expression sous forme de produit de f,(t), ot fn
désigne la fonction génératrice de X,,.
9. (a) Btablir, pour tout réel 2 supérieur ou égal & N, la formule suivante :

. (N) ) (N(N—l)...(N—n)

z zlz—1)(z—2)...(x —n)

{b) En utilisant la question 2.(d) de la partie 1, montrer enfin que, pour tout ¢ de [0, 1], on a
4
= (N7 ) S LD

10. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, la loi de X,.

11. On suppose dans cette question que les entiers N et n sont liés par la relation N = (a+ 1)n, ot a est un
rationnel strictement plus grand que 1.
E(X,)
T

(a) Montrer que la suite (uy,),,,, définie par u,, = admet une limite finie notée ¢(«) dont on précisera
la valeur en fonction de a.

(b) Déterminer la limite £ définie par ¢ = lixf {(a).
a—T00

(c) Donner un équivalent, quand o est au voisinage de +o0, de €(a) — £.



