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Liépreuve est constituée de deur problémes indépendants.

Probléme 1

Dans tout le probléme, n est un entier de N* fixé. On note M, {R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 7,

R[X] celui des polyndmes & coefficients réels et I la matrice identité de M, (R).

Pour toute matrice M de M, (R), on a M® = I, et pour tout entier naturel k£ non mul, on pose : M* = M x M x ... x M.
k fois

Un élément P de R[X] sera noté indifferemment P ou P(X) et, si P n’est pas le polynéme nul, son degré est noté d°(P).

On rappelle le théoréme de la division euclidienne dans R[X] : si 4 et B sont deux éléments de R[X], B n’¢tant pas le

polyndme nul, alors il existe un unique couple (@, R) de polynomes réels tels que A = BQ + R avec R = 0 ou d°(R) <d*(B).

De plus, si I est nul, on dit que le polyndme B divise le polynéme A.

m

Soit P un élément de RIX] s'écrivant P(X) = Z 2 X* et M une matrice de My, (R). On définit alors la matrice P{M) de
k=0
Mo (R) par : P(M) =Y " agM*. Par exemple, si P(X) = X3 — 5X + 2, alors P(M) = M® — 5M + 2.

k=0
On pourra utiliser sans justification les propriétés suivantes, valables pour tout couple (A, ) de réels, pour tout couple (P, Q)
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de polynémes et pour toute matrice M de M,,(R) :

(AP + uQ)(M) = \P(M) + uQ(M) et (P x Q)(M) = P(M) x Q(M)
Ou dit gu'un polynéme non nul P de R[X] est un polyndme annulateur d’une matrice M de M, (R) si P(M) = 0.

Partie I - Polynéme minimal d’une matrice carrée

1. Soit M une matrice de M, (R).

(a) Montrer qu'il existe un entier p de N* tel que la famille (I, M, M?, ..., MP) soit une famille liée.

(b} En déduire que toute matrice de M,,(R) admet au moins un polyndme annulateur de degré supérieur ou égal & 1.
2. L’ensemble des degrés des polynémes annulateurs de M possede, en tant que partie non vide de N*, un plus petit

élément noté d.
Etablir, 4 Paide d’une démonstration par I'absurde, Pexistence d’un unique polyndme annulateur de M, de degré d et

de coefficient dominant égal 4 1.
Ce polynéme s’appelle le polyndéme minimal de la matrice M ef est noté pg;.
3. (a) Soit P un polyndme non nul de RIX]. Montrer que si le polyndme pys divise le polynome P, alors P est un
polyndéme annuiateur de M.
(b} En utilisant le théoréme de la division euclidienne, montrer réciproquement que pps divise tout polynéme annu-
lateur de M.
(¢) Déduire de ce qui précéde une caractérisation des polynémes annulateurs de M.
4. (a) Montrer, & 'aide d’'une démnonstration par Iabsurde, que toute racine de pps est valeur propre de M.
{(b) Etablir que les valeurs propres de M sont exactement les racines de uar.
5. (a) Etablir, pour toute matrice inversible R de M, {R) et tout polynome  de R{X], Pégalité suivante :
Q(R™MR) = RT\Q(M)R.
(b) En déduire que deux matrices semblables ont le méme polynéme minimal.
6. {a} Quel est le polyndme minimal de la matrice nulle ?
{b) Quel est le polynéme minimal de la matrice identité?

(¢} Soit p un entier naturel non nul et A une matrice de M, (R}, nilpotente d’indice p, ¢’est-a-dire vérifiant AP = 0
et AP~ £ 0. Déterminer le polynéme minimal de A.

3 2 -2
7. Ou considére la matrice A, élément de M3{R), définiepar: A=] -1 0 1
1 1 0

{a) Calculer (4 — I)%.
{(b) En déduire le polynéme minimal de A et ensemble des valeurs propres de la matrice A4 .
(a} Déterminer le polynéme de R{X], de degré supérieur ou égal 1 et de coefficient dominant égal 4 1, qui est un

diviseur commum des polynémes P et ) définis par :
PX)=X? - X?et Q(X)=X*+ X2+ X.
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(b) Soit A une matrice de M, (R) vérifiant A% — A2 =0 et A3+ A2+ A =0.
Déterminer la matrice A.

Partie 2 - Trace d’une matrice carrée

Dans cette partie, on note £ un espace vectoriel réel de dimension n et on note £(E) ensemble des endomorphismes de E.

n
Si A est une matrice de M, (R} de terme général (a;;). on définit la trace de A par : tr(4) = Z i 4.
i=1

1. (a} Montrer que 'application qui 4 une matrice associe sa trace, est une application linéaire de M, (R) dans R.
(b) Montzer, pour tout couple (4, B) de matrices de M, (R), la relation suivante : tr(4B) = tr(BA).
(¢) En déduire que deux matrices semblables ont la méme trace.

(d) En déduire que, pour tout élément f de L{F), on peut définir la trace de f et que Vapplication f — tr(f) est
une application linéaire de £(F) dans R.

2. (a) Montrer que, pour tout couple {f,g) de L(E) x L(E), tr(fog—go f) = 0.
(b) On note N le noyau de Papplication linéaire trace. Déterminer dim{N).
{c) Montrer que L{E) = N & Rldg, ot RIdg désigne Pensemble des homothéties de E.

Partie 3 - Algorithme de Fadéev

Ou considére dans cette partie une matrice A de M, (R) possédant n valeurs propres distinctes, A, As, ..., An.
=1
On note g4 le polynéme minimal de A4 et on pose : ua(X) = X" + z ar X",
fom
. 0
Pour tout entier naturel k on pose : S, = Z .\f et on considére le systéme (5, d’inconnues les 1 réels wy, 4o, ..., Uy °
=0

(S) Si4+u; =0
Yk ¢ [[2, n]], St +u1Sk—1 +usSp_a+ ... +up08 F up_15 + kug =0

1. Montrer que, pour tout entier naturel k, Sy, = tr(4%).
2. Justifier gue le systéme (S} admet une unique solution.
3. (a) Verifier que #1 = ap_1.
(b) Montrer gque Sy = S% — 2a,_2, puis en déduire que us = ap.o.
On admet dans la suite que, pour tout élément k de |1, nl], on a up = an_s.

4. On définit la suite de matrices (By) et la suite de réels (di) par :

dl = “tI‘(A) et Bl =A+ d;I
vk e 2,n], de = —%tr(Bk_lA) et B = Bp_1A+4dpl

k
(a} Etablir, pour tout entier k &lément de [[1, 7], Ia relation suivante : By = A* + Z d; AR,
i=1
{(b) Exprimer, pour tout k de [2, nf], d en fonction de tr(A), tr(A2)...tr(A*) et de dy, do, ..., dx_1.
(c) En déduire, pour tout entier k de [j1, n], que dy = a,_x, puis que B, = 0.

(d) Montrer que A est inversible si et seulement si d;, # 0 et exprimer dans ce cas A~! en fonction de B,_; et de d,,.

310
5. Onpose A= |2 3 2
01 3

(a) Déterminer les valeurs propres de A.

(b) Utiliser la méthode de cette partie pour calewler A~! ainsi que le polynéme minimal de A.



Probléme 2

On se propose dans ce probléme d’étudier les intéprales de Wallis et d’en déduire quelques applications.
!

Dans tout le probléme on note ") le coefficient du bindme défini par: ") = Osik<Oouk>n, ) [P sinon .
k k k Elin - k)

Partie 1 - Intégrales de Wallis

xf2
On pose, pour tout entier naturel n, w, = / cos®(r)dz.
0

1. {a) Calculer wy et w;y.
(b) Montrer que la suite (wy,)ney est décroissante.
(c) Montrer que, ponr tout entier naturel 7, w, > 0.

2. (a) Montrer, pour tout entier naturel n, la relation : (n + 2)wnie = (r+ D,
2n)!
(b} En déduire, pour tout entier naturel n, 1'égalité : wa, = @’%1_)5 %

(¢) Calculer, pour tout n de N, (n+ Dty 1.
{d) En déduire la valeur de we,.1 en fonction de n.

LW
3. Calculer lim 212,
n—too

4. En déduire, que lim Yntr 1.
Nt 00 Wy

5. Montrer que : 'wn il
In
6. En déduire Ia formule de Wallis : { 27 ) ~ —
. ’ 1 J oo o/

Partie 2 - Une série utile pour la suite
L3
1. Soit (8, )nen une suite décroissante de limite nulle. On pose, pour tout entier naturel n non nul, §, = Z(——l)kak.
k=1
{(a) Montrer que la suite (Sa,)nen+ est décroissante et que la suite (S2p41)new est croissante.
(b} En déduire que ces deux snites sont convergentes.
{c} Montrer qwelles convergent vers une méme limite.

1
2. Pour tout entier naturel n non nul, on pose : by, = (-1)%1n (1 + —?—i)

Montrer que la série de terme général b, est convergente.

3. On pose, pour tout entier naturel n non nul, §, = Z by
k=1
(a) Expliciter, pour tout p de N*, S5, en fonction de p.

2 ©=
{b) En utilisant la fin de la partie 1, montrer gque ’ _1_52100 Sop=1In ( ;) et en déduire la valeur de Z b,..

n=1

Partie 3 - Calcul d’une intégrale

Pour tout entier naturel ¢, on note |a} la partie entiére de g, c’est-a-dire Vunique entler n tel que n < a < n+ 1.

k]

Le but de cette partie est de montrer que Pintégrale K = f w—ﬁmdx converge et de trouver sa valeur.

L -pls]
Pour tout £ de |0, 1], on pose : K, = wa
£

. . 1
1. Déterminer, en fonction de e, Pentier n tel que - <eg .
n

+1

1/'n. n =1 ,i/k vk
2. Montrer Végalité : K, = f 1} 2z Z f ﬂdw
i (k+1y £



3. En utilisant la partie 2, donner la valeur de K.

Partie 4 - La formule de Stirling

e n
Pour tout entier naturel » non nul, on pose : uy, = B i et vn = In (vny1) — In (un).

n+%
1. {a) Montzer la relation : Unil _ -1- (1 + l) .
Unp e 1

1
(b} En déduire Pexistence d’une suite (£,) qui tend vers 0 quand n tend vers infini telle que : v, = o2 5'5‘
n?  n
(c) Etablir que la série de terme général v,, est convergente.

{(d) Montrer que la suite (uy,) converge vers une limite £ strictement positive,

sl o~ X =
{e) En déduire que : nl ~ = (e) .
1

2. (a) En utilisant 'équivalent précédent et le résultat de la derniére question de la partie 1, montrer que : £ = Wers
T

(b} En déduire Véquivalent suivant :

)

nl ~
+oo

Partie 5 - Calcul de I'intégrale de Gauss

4o s VT 22\ 7" VT 2\ "
Onpose I = / e~ " dx et, pour tout entier naturel » non nul, I,, = f (E -+ M) dx et J, = f (1 - ——) dx.
0 o L 0 [

1. Montrer la convergence de Vintégrale I.
1
-

S14g

2. (a) Montrer, pour tout réel z positif, 'encadrement suivant : 1 —z < e

e
(b) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, la double inégalité : J, < / e~ dz < I,
o

3. (a) En effectuant dans I,, le changement de variable x = /n tan{{), montrer que T, < rws,_s.
{b) Montrer, 4 I'aide d'un autre changement de variable, 'égalité : J,, = v/nwapy1.

{c} Déduire des résultats précédents Pégalité suivante :

/+c° e dz = ﬁ
0 2



