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Lépreuve est constituée de deux problémes indépendants

Probléme 1

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1, M, (R) désigne 1'espace vectoriel des
matrices carrées réelles d’ordre n a coefficients dans R.
On note (ey, €2,...,€,) la base canonique de R™.
-On identifiera les vecteurs de R™ 4 la matrice de leurs coordonnées dans la base canonique, si bien qu’un vecteur
de R* sera indifféremment noté = ou X, o en fait X € M, 1(R).
On dit gu'une matrice M de Mn(]R) est nilpotente 571l existe m ¢ N* tel que M™ = 0; le plus petit entier p de N*
tel que MP = 0 g’appelle Vindice de nilpotence de M.
On dit de méme qu’un endomorphisme f de R™ est nilpotent d’indice psi fP =0, et fP"1 £L0ou fP=fo f...0 I

) fois

On note rg(u) (respectivement rg(A) ) le rang de endomorphisme u (respectivemment le rang de la ma.trif:e A).
Soit u et » deux endomorphismes de R™. On désigne par [u, v] 'endomorphisme de R défini par [u, v] = wov—vou.
Si A et B sont deux éléments de M, (R}, on définit de méme |4, B] = AB — BA. -
La matrice A de M,,(R} étant fixée, on note @4 I'application qui, & toute matrice M de M, (R), associe [4, M];
ainsi ®A(M) = AM — MA.
De méme, endomorphisme f de R™ étant fixé, on note @; I'application de £(R™) dans lui-méme, définie par :
Vg€ LR™), ®s(g)=[f.gl=fog—gof.

Préliminaire

Pour toute matrice A de My(IR) de terme général (a;;), on définit la trace de A, notée tr(A), par :
n :

tr(A) = Z a; (somme des éléments diagonaux de A).
i=1
Dans la suite de ce préliminaire, A et B désignent deux matrices queleonques de M, (R).

1. Montrer que 'application qui & toute matrice A de M,(R) associe sa trace, est une application linéaire de
M, (R) dans R. o

2. Montrer que tr(AB) = tr(BA).

3. En déduire que deux matrices semblables ont la méme trace.

4. u étant un élément de L{R"}, justifier le fait que 'on peut définir le nombre tr(u) et préciser de quelle fagon.

5. f et g étant des éléments de £(R™), que vaut tr([f, g))?

Partie 1

1. A étant une matrice fixée de M, (R), on s'intéresse anx matrices M de My (R} vérifiant [A, M] = M.
(a) Montrer que s°il existe M telle que {4, M] = M, alors, pour tout k de N, [A, ¥ = kM*.
(b) Si M* # 0, que réprésente M* pour I'application ® 4 7
{c} En déduire que M est nilpotente d’indice p et que p < n2.
(d) On se propose de montrer qu’en fait p < n . 7
i. Montrer qu'’il existe un vecteur X de R™ tel que la famille (X, MX,..., M?1X) soit une famille
libre.
ii. En déduire que p < n.
2. (a) Soit u un élément de L{R™) qui vérifie rg(u) < 1 et tr(u) = 0. Montrer que u est un endomorphisme
nilpotent,.

(b) Soit f et g deux éléments de £(R™) et b un endomorphisme de rang 1 tel que h = [, gl
Montrer que, pour tout n € N, A o ™ est nilpotent.



3. (a) Montrer qu'on ne peut pas trouver deux matrices de M, (K) telles que [4, B} = I, ou I, désigne la
matrice unité de M, (R).

(b} On considére dans cette question E = R[X], espace vectoriel des polynomes & coefficients réels.
Soit f et d les deux endomorphismes de E tels que, pour tout polynome R de E, on a -
F(R)(X) = XR(X) et d(R)(X) = R'(X), on R' désigne le polynéme dérivé de R.
i. Caleuler, pour tout R de E, [d, /](R). Quel est endomorphisme [d, f] ?

ii. Ce résultat cst-il en contradiction avec celui de la question précédente ?

Partie 2

Dans cette partie, on considére un endomorphisme f de R”, nilpotent d’indice n et on ra.ppelle que ©; désigne
I'application définie par : Vg € L(R?), <I>f(g) (figl=fcg—gof.

1. Montrer que : Vp € N*, (®;)P(g) = Z(—l)’c (ﬁ)ﬂ"k ogo f*.
k=0

2. Simplifier ($;)?*~! et en déduire que ® 7 est nilpotent.
3. On se propose de montrer dans cette question que pour tout élément v de L(R™), il existe un élément w de
LR} tel que n = uowou.

- {a) Montrer Pexistence de w dans le cas of1 u est inversible.

(b) On suppose que rg(u) = r. Montrer qu'il existe une base de R”, (e1,€3,...,€,) telle que la famille
(u(e1),u(e2),...,ule,)) soit libre et telle que pour > r, u(e;) = 0. '

(c) Montrer qu’alors I'endomorphime w défini par : Vi € [[1,r], w(u(e;)) = e; et w est nul sur un supplé-
mentaire de vect(u(e1), u(es),. .., u(er)), répond 4 la question.

4. En utilisant la question précédente, montrer que f*! appartlent 4 Yimage de Pendomorphisme (& f)2" -2,

5. Quel est I'indice de nilpotence de &;?

Partie 3

Dans cette partie, on note T 'ensemble des matrices de M, (R) dont les termes diagonaux sont tous nuls.
On considére de plus un -endomorphisme u de R™, non nul et de trace nulle.

L. On suppose que, pour tout z de R™, (z,u(z)) est une famille liée. Montrer que u est une homothétie, c’est-
a-dire qu'il existe un réel A tel que u = Ad.

2. Justifier lexistence d’un vecteur z de R™ tel que (z,u(z)} soit une famille libre.

o = O

3. En déduire qu'il existe une base de R” dans laquelle la matrice de u a pour premiére colonne
0
4. Montrer, a l'aide d"un raisonnement par récurrence qu’il existe une base de R™ dans laquelle la matrice de u
a tons ses coefficients diagonaux nuls.

5. Soit A la matrice diagonale de M,,(IR) défini par :

A0 00
A= D A oll, pour tout ¢ de [1, 7], tous les réels ); sont deux a deux distincts.
0 ... 0 X\,

(a) Déterminer le noyau de @4 et donner la dimension de Ker(®,).



(b) Donner la dimension de Im(®,).
- (c) En déduire que Tm{®A) est exactement Pensemble 7. -
6. Montrer que si M est une matrice de M, (IR) de trace nulle, alors il existe deux matrices B et €' de My(R)
telles que M = [B,C).

Partie 4

On note Sp(A) (respectivement Sp(®) ) 'ensemble des valeurs propres d’une matrice 4 (respectivement d’'un
endomorphisme ).

Dans cefite partie, n > 2 et A et B sont deux matrices diagonalisables de A, (R).
On définit 4, ¥p et 4,5 par:
VM € Mu(R), wa(M) =AM, Yp(M) = MB et faB =wA—YB.
1. (a) Soit A € Sp(A) et X € R™ un vecteur propre associé.
Montrer que X*X est vecteur propre de w4 et donner la valeur propre associée.
(b) Soit A € Sp(p4). Montrer que la matrice 4 — A, n’est pas inversible.
(c) Déduire de ce qui précéde que Sp(pa) = Sp(A).
(d) i Montrer que Sp(*B) = Sp(B).
ii. En déduire que Sp(yg) = Sp(B).
2. (a) Seit A € Sp(A), X un vecteur propre associé, p € Sp{B)‘et Y # 0 un vecteur tel que {BY = uY.
Montrer que XY est vecteur propre de ¢ 4.8 et donner la valeur propre associée.
(b} Soit 8 € Sp(€a ) et M € M,(R) un vecteur propre associé.

i. Montrer qu’il existe un vecteur propre V' de B associé & une valeur propre p tel que MV # 0 ( on
se souviendra que, dans toute cctte partie, la matrice B est supposée diagonalisable).

ii. En déduire qu’il existe un scalaire A élément de Sp(A) tel que 3= A — pu.
(c) Déduire de ce qui précede que Sp(€an) = {A — g, A € Sp(A), p € Sp(B)}.
(d) Démontrer 'équivalence suivante : Sp(A) N Sp(B) = 0 > £4 p est bijective.
3. (a) Soit (X1, Xa,...,X,) une base de R” et V un vecteur de R”,

L1,
$2) ] 0
On note, pour j € [1,n], X; = ! , P la matrice de M, (R) de terme général z; ; et V le vecteur
-Tn,j
vy
. Vg
v=| .
Uy
Déterminer les éléments (I3, 1y, .. .,1,) de la matrice 'V P.
HAY . — .. i
(b) En déduire que : Vi € [1,n], 3V; € R?, tel que tV;XJ Osii7 ] .
ViX;=1
(c) Soit (X1,Xa,...,X,) une base de vecteurs propres de A4 et (Y1,Y,...,¥,) une base de vecteurs propres
de *B.
Montrer que la famile (M;; = X,'Y;, Yi.eny? est une base de M,(R) et en déduire que {4 5 est
diagonalisable.

4. On s'intéresse de nouveau & 'application ® 4 définie au début du probléme.
(a) Montrer que si A est diagonalisable, ® 4 est diagonalisable.
(b) Dans le cas ot A admet n valeurs propres distinctes, combien au maximum ® 4 admet-elle de valeurs
propres distinctes ?



Probléme 2

) +% gint
On se propose, dans ce probléme, de colculer [ Tdt
0

On pourra, pour certains caleuls, utiliser sans les justifier, les résultats suivants (i désignant le nombre compleze
vérifiant i = —1) :

1 [ plt+is)h _ e(t+z‘s)a]

. b :
et = et{cos s+isint), et si(t+is) est un nombre complexe non nul, alors : f eltFis)ugy, — P
is

b “ob b
St f et g sont deur fonctions continues de R dans R, / (F(t) +ig(tHdt = f flt)dt +i f g(t)dt.
4] [¢] 13

“+co ) 1 ;
Si t est un réel strictement positif, f et gy est une intégrale convergente qui vaut — gl—ttis)e,
a — 18

z étant un réel strictement positif donné, on considére les fonctions f, g, k de la variable X, oit A € R, définies
par:

o0 e~ Mooy
f(M-/(; i md%

T g Migin g,
A) = g,
o) fo T

h(A) f—!-oo e—)m. gin u(h
= —_— .
0 (.‘13 + u)

1. {a) Montrer I'existence de Pintégrale f()}.
" On démontrerait de méme, ce que Uon ne demande pas ici, que intégrale g(\) est convergente

(b) Montrer, pour tout A > 0, I'existence de h(}).

(¢) Montrer Pexistence de kh(0), et la relation : h(0) = i — f(0).

2. (a) Montrer que : VA = 0, Vu > 0, |e™** — 1| < Au.

(b) En-déduire que, pour tout réel A strictement positif, on a 1'inégalité suivante :

A " +oo
|f(A)—f(0)]</0 (uj\r—m)zdu-ﬁ—2/:4 ﬁdu.

(¢) Montrer que la fonction f est continue en 0,
On monirerait de méme gue lo fonetion g est continue en Q.

(d) Déduire de ce qui précéde que la fonction h est continue en 0.

3. Montrer que lim A{}) =0.
A—too

4. (a) Montrer que YAg > 0, Vu > 0, VA > % :

. 2 “
le™ M em MU 4 y(X — Aglem MY A=) 2)\0) uze_ég“

(b) En déduire que la fonction h est dérivable en tout point A > 0 et que I'on a :

+o0 —Apu o2
h-,(A{l) — ___f wtﬂu
0 (u+ )

5. (a) Montrer que la fonction A — I{}) définie par I(A) = e"*"h(}) est dérivable sur 10, +o0].

4



e—A:v

pYEE

{b) En utilisant une méthode analogue 4 celle de la question 4), montrer que, pour X > 0, I'(A) = —

-tz

A
(¢) En déduire, que pour A > 0, {(\) = — / ﬁdt + h(0).
. 0

oo gint
6. (a) Montrer que l'intégrale : J = f -%dt est convergente.
Jo

(b) Montrer les deux inégalités suivantes

3, 1 1 31
sinu ——)dul <z du.
0 u+x U 0 u+=z

A A
f sinu ( L — -1-) du| < a:f %du.
z u+tx uw z U

+00 o3 +00 o1
s . sinu sinu
{¢) En déduire que lim du = du.
2—0F o u+x 0 U

i ve>0,

. Vo > 0,VA > 3,

. +oo .- +oo iz
7. (a) Montrer que h(0) = f R du = f ‘ 5t
o u+tz o L1+t

sinu

du

+o0
(b) En déduire la valeur de f
0 U

+o0

8. On pose , pour ¢ € R, ¢(t) = / cos (2mzt) Slzxdm

— 0
(a) Calculer, pour £ € Ry, ¢(2).
(b) Montrer que ¢ est une densité de probabilité d’une variable aléatoire X et reconnaitre la loi de X.

{Siﬁ (@ +b) + sin(a — b))

B2

(On rappelle la formule : sinacosb =



