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AVERTISSEMENT : 1l est rappelé a tous les candidats que le programme officiel de I’épreuve est
le programme de Mathématiques des classes préparatoires au concours d’admission du groupe
Sciences sociales (B/L) de la section des lettres de ’Ecole normale supérieure , dites “Khagnes S”.

Toute résolution faisant appel 3 d¢s résultats pe figurant pas explicitement a ce programme sera
rejetée.

Objet du Probléme :

Le sujet est un probléeme d’analyse et de probabilités dont le but est la détermination des lois de
probabilité de certaines varigbles aléatoires discrétes ou & densité définies a partir d’une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi de densité exponentielle.

Les candidats sont invités a lire attentivement le probléme en entier et a I'aborder dans son intégralité,
quitte & utiliser des résultats fournis par l'énoncé méme s'ils n’ont pas su les démontrer (en indiquant
clairement quels résultats ils ont gdmis).

Les 3 parties sont indépendgntes, squf la question T§.3.b) qui utilise les résultats de la partie L

Notations :

e Pour deux entiers naturels p et ¢ > p, on note [p,q]] = [p,q]NN, c’est-a-dire l’ensemble des
entiers naturels compris, au sens large, entre p et q.

e Dans tout le probléme, on considére un univers § muni d’une probabilité P et des variables
aléatoires définies sur 2, discrétes ou & valeurs dans R, a densité continue sur R.. Dans
ce cas, on ne s’intéressera qu’a la restriction & Ry de leur densité ou de leur fonction de
répartition.

o Pour deux événements A et B, on désigne par P(A | B) la probabilité de A sachant B.

Partie I

1° Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle ouvert I de R contenant 0. Prouver par
récurrence sur p que

d z* z (z -t
(Vzel)(vpeN) f(@)= kzo (f""(O) p> + /O FER T dt M
ou f*) désigne la dérivée k-itme de f.
Pour z € [0,1], on pose h(z) =In(1-z).
2° Calculer la dérivée p-iéme de h.
3° Soit z € [0,1] fixé. Déterminer

lim ( /0 ’ h@+1>(t)(—’~”—i,ﬁdt> .

p—+o0 p:

On pourra commencer par étudier les variations de la fonction () = z—f sur l'intervalle
[0, z].
4° En déduire que

(¥ z € [0, 1[) ln(l—x)=—i%k. Q)
k=1
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§° Montrer que

- > k+! -
(V.’EE[O,].[) Z+(1—I)lﬂ(1—z)=§m. 3)

Partie 1

1° Soit X une variable aléatoire réelle a densité continue sur R,, qu’on peut interpréter comme
la durée de vie d’'un phénomene aléatoire, ayant la propriété suivante : la durée de vie
résiduelle a chaque instant suit la méme loi de probabilité que X.

a) Montrer que cette condition s’écrit :
(VseRy)(VteRy) G(t+s)=G(t)G(s) 4)
ol I'on a posé, pour tout t € Ry, G(t) = P(X > t).

b) Vérifier que la propriété (4) ci-dessus est satisfaite lorsque X suit une loi exponentielle
sur R,.

Dans toute la suite du probléme, on considére une suite (X,)neN de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi de probabilité exponentielle sur R, de paramétre a > 0, c’est-a-dire de densité

at

g(t) = ae” pour tER,.

On note F la fonction de répartition associée, c’est-a-dire la fonction définie sur Ry par
F(z) =P(Xy < x).
Dans la suite de cette partie, on considére la variable aléatoire N & valeurs dans N* égale au plus
petit indice n € N* tel que X, > Xj.
2° a) Soit zg € R} et n € N*. Exprimer P(N = n | Xy = zq) en fonction de py = e~ .
b) En déduire que la loi de probabilité de N est

1

(VTIGN*) P(N=n)=;(n—+-—1-)

¢) La variable aléatoire N a-t-elle une espérance ?
3° a) Soit z € R et ne N*. Calculer P(Xy <z |N =n).

b) Déterminer la fonction de répartition ¥ de Xy et sa densité .
On pourra utiliser la partie L
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Partie III

Dans toute cette partie, m désigne un entier naturel non nul fixé. On range les variables aléatoires
Xo, X1, ... Xy, par ordre décroissant, pour obtenir une nouvelle suite de variables aléatoires notées
Yy, Y1, ... Y. Ainsi,on a

Y = Max{Xx, 0< k<m} et Yy =Min{Xs, 0<k<m}.

1° Déterminer la fonction de répartition @ de Yp ainsi que sa densité .
2° Déterminer la fonction de répartition ®,, de Y., ainsi que sa densité oy,.

3° On désigne par N la variable aléatoire a valeurs dans N* égale au plus petit indice n € N* tel
que Xmin > Y5

a) Soit n € N. Montrer que
m+1

PN >n)= ——— .

b) En déduire la loi de la variable aléatoire N.
¢) La variable aléatoire N a-t-elle une espérance ? ‘
4° a) Prouver que, pour tout k € [1,m] et (yo,¥1,..-,5x) € (Ry)¥*!, ona:

P(Xo— X, > yo;LX1 - X5y ooy X1 = X > Uk, X > 0k) =

k
@%m exp [*a d G+ l)yj] : )

=0

On pourra procéder par récurrence sur k en exprimant la probabilité cherchée en fonction
de
P(Xo-X1 >y, X1 = X2> 1, ooy Xie2 = Xioy > yh-2, Xyt > 4p1 + 1),

pour t dans un domaine a préciser.

On admet que, pour tout k € N* et (yo,%1,---,¥) € (R+)**!, on a par symétrie :

P(},O_y’l>y07lfl-—)/2>y]) "'5},k—1_},k>yk—la)/k>yk)=
(k+1)! P(Xo-X1>y0, X1 = X251y ooy Xpmt = Xe > yke1s Xe > wk) . (6)

b) En choisissant des valeurs particuliéres de yg, ..., yx, prouver que, pour k € [1,m], la
loi de probabilité de la variable aléatoire Y;_; — Y% a pour densité sur R, la fonction

t — ake okt
et montrer que les variables aléatoires Yo - Y}, Vi - Y5, ..., Y,,_1 — Y, €t Y, sont
indépendantes.

¢) Montrer que, pour k € [1,m], la variable aléatoire Yy — Y; a pour fonction de répartition
sur Ry
Fiy) = [1-e*" ™
et déterminer sa densité fx.
On pourra encore procéder par récurrence sur k.
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5° On désigne par N la variable aléatoire 2 valeurs dans N* égale au plus petit indice n € N* tel
que Xp.n € [V, Yo], C’est-a-dire tel que

60

a)

b)

c)

d)

Xman <Min{X; /0<k<m} 0U Xmin>Max{Xy/0<k<m}.

Soit n € N*, z € R} et z € R,. Calculer
Pl Xmir<z+z,VEke[l,n]).

Soit n € N* et z € R}. Montrer que

m+1 —az
P(Y S Xk SYm+2z,VEke[I,n]) = m [1—-6 o ]n .
Soit » € N. Montrer que,
- i) [+
P(N>n)= m{m+ i) all- e"“]m'm—1 e **dz

m+n+1Jo
et en déduire P(N > n).

En déduire la loi de probabilité de N.
La variable aléatoire N a-t-elle une espérance ?

Soit k € [0, m].

a)

b)

c)

Pour z € R}, déterminer P(Y; < z).

®)

©)

On pourra exprimer I'événement (Y} < z) a l'aide des événements (X < z), pour obtenir
une expression de P(Y; < z) faisant intervenir un symbole ¥, qu’on ne cherchera pas a

calculer explicitement.

En déduire que la densité de la loi de probabilité de Y; est la fonction définie sur R,

par
er(z) = a(k + 1) CELL [1 — eos ™k gmatkt D)z

Les variables aléatoires (Yi)ogkgm Sont-eiles indépendantes ?

(10)



